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MỞ ĐẦU 
 

Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn là bài toán có miền ràng buộc là một hệ 

bất phương trình tuyến tính với các biến không âm. Nhiều bài toán quy hoạch tuyến tính 

trên thực tế thường bắt đầu ở dạng này, do vậy luận văn này trình bày phương pháp nón 

xoay giải trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính với miền ràng buộc là hệ bất phương 

trình tuyến tính. Từ đó ta xây dựng thuật toán nón xoay tuyến tính giải bài toán quy 

hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm và ứng dụng nó để tìm 

chiến lược hỗn hợp tối ưu trong trò chơi ma trận. Luận văn gồm 2 chương: 

Chương 1, tôi trình bày phương pháp nón xoay và thuật toán nón xoay tuyến tính 

giải bài toán quy hoạch tuyến tính với hàm mục tiêu có hệ số không âm với cơ sở xuất 

phát từ gốc tọa độ O( 0, 0, …, 0). Sau đó trình bày bài toán trò chơi ma trận và đưa việc 

tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu của bài toán trò chơi ma trận về việc giải bài toán quy 

hoạch tuyến tính dạng chuẩn. 

Chương 2, luận văn đã ứng dụng thuật toán giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng 

chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm trình bày trong chương 1, ta đi xây dựng một 

phương pháp cụ thể giải trực tiếp bài toán tìm chiến lược tối ưu trong trường hợp đặc 

biệt với số chiến lược của người chơi thứ nhất là 2 (người chơi thứ hai có số chiến lược 

chơi là n bất kỳ) mà chúng ta vẫn thường giải nó bằng phương pháp đồ thị.  

Các thuật toán trình bày trong luận văn này được xây dựng chi tiết, các bước của 

thuật toán được trình bày sao cho chúng ta có thể dễ dàng lập trình chuyển sang các 

chương trình trên máy tính bằng các ngôn ngữ như Pascal, C, Java, ... 

Luận văn này hoàn thành dựa trên các  tài liệu [2], [4], [5], [6] và các tài liệu có trong 

phần tài liệu tham khảo.  

Thái Nguyên, tháng 05 năm 2015     

Tác giả 

           Phạm Đức Tuấn 
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Chƣơng 1 

THUẬT TOÁN NÓN XOAY VÀ BÀI TOÁN TRÒ CHƠI MA TRẬN 

Trong chương này, tôi trình bày một phương pháp giải bài toán quy hoạch tuyến tính 

với miền ràng buộc là hệ bất phương trình tuyến tính thuộc lược đồ xấp xỉ ngoài (vì nó 

xuất phát giải từ đỉnh của một nón đơn hình tuyến tính ngoài miền chấp nhận được) gọi là 

thuật toán nón xoay tuyến tính [4]. Từ đó trình bày một trường hợp riêng biến thể của nó 

giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn khi hàm mục tiêu có các hệ số không âm, 

đây là lớp bài toán thường hay gặp trong thực tế. Bài toán trò chơi ma trận trong trường 

hợp cần tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu cũng đã dẫn đến bài toán quy hoạch tuyến tính 

dạng chuẩn, vì vậy trong chương này cũng sẽ trình bày khái niệm cơ bản về bài toán trò 

chơi ma trận và đưa bài toán này về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn.  

1.1. Bài toán quy hoạch tuyến tính      

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính với miền ràng buộc là hệ bất phương trình tuyến 

tính sau: 

1

( ) , . min
( )

: : , 0, 1,2,...,

n

i i

i

n i

L i

f x C x c x
L

x P x A x b i m

 

x n ,  A
i
 là véc tơ dòng và A

i n , m  n, A
i
 (ai1, ai2, ..., ain) ≠ O(0,…,0), C(c1, c2,…, cn),  

bi  1 ,  i=1, 2, ..., m. Hạng của hệ A
i
 (i=1, 2, …, m) bằng n, giả thiết này rất bình thường 

bởi miền ràng buộc PL của bài toán quy hoạch tuyến tính nói chung bao giờ cũng có ràng 

buộc về dấu của biến x. 

1.2. Khái niệm về nón đơn hình tuyến tính, cạnh và phƣơng của nón và Nón – min 

(nón cực tiểu) 

1.2.1. Khái niệm về nón đơn hình tuyến tính 

Xét tập M được xác định từ n ràng buộc tuyến tính nào đó của PL, cụ thể là: 

: : , 0,n i
iM x A x b i I                                                               (1.1) 
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trong đó 
1 2: , ,..., 1,2,...,nI i i i m , I n  (ở đây I  là số đo hay là số phần tử của tập 

I) và A
i
 với i  I là một hệ độc lập tuyến tính. Tập M gọi là nón đơn hình  tuyến tính của 

hệ ràng buộc PL với đỉnh x
M

 là nghiệm (được xác định) thoả mãn hệ sau: 

<A
i
, x>+ bi = 0,  i  I                                                                 (1.2) 

Hệ véc tơ A
i
 với  i  I được gọi là cơ sở của nón M, hay cũng gọi là cơ sở của đỉnh 

x
M

. Tập I gọi là tập chỉ số của cơ sở của nón M.  

1.2.2. Khái niệm về cạnh của nón đơn hình 

Với mỗi i  I,  tập hợp các điểm x  n  thỏa mãn hệ:  

        <A
r
, x>+ br = 0, r  I\{i}                                                       (1.3) 

gọi là đường thẳng i của nón M. 

Tập các điểm x thoả mãn hệ: 

, 0, \

, 0

r

r

i

i

A x b r I i

A x b
 

gọi là cạnh i của nón M.   

Với mỗi i (i  I), Véc tơ i

Mz  (i  I), xác định bởi hệ: 

, 0, ,   

, 1

r i

M

i i

M

A z r I r i

A z
                                                                        (1.4) 

gọi là véc tơ chỉ phương của cạnh i của nón M. 

Đỉnh x
M

 của nón M có thể xác định từ (1.2), trong trường hợp biết hệ véc tơ chỉ 

phương i

Mz  (i  I) thì chúng ta có thể sử dụng công thức sau: 

.M i

i M

i I

x b z                                                                                                (1.5) 

Định lý 1.1 [4] 

Nếu  x
M

 là đỉnh của nón đơn hình M được xác định từ (1.2), và hệ véc tơ chỉ phương 

i

Mz  (i  I) của cạnh i của nón M xác định từ (1.4) thì chúng ta có thể xác định đỉnh  x
M

  từ 

công thức sau: 
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.M i

i M

i I

x b z  

Từ định lý 1.1 ta suy ra trong trường hợp biết hệ véc tơ chỉ phương i

Mz  (i  I) thì 

chúng ta có thể xác định đỉnh  x
M

  từ công thức sau: 

.M i

i M

i I

x b z
 

Ta ký hiệu: 

: 1,2,..., : , 0M j M

jJ x j m A x b                                                      (1.6) 

Rõ ràng khi  J
+
(x

M
) =  thì  x

M
 chính là một điểm chấp nhận của bài toán (L). Chúng 

ta giả sử J
+
(x

M
)  . Với mỗi s  J

+
(x

M
), chúng ta ký hiệu như sau: 

1 2: : , : , ,...,s s i

M nI i I A z o I i i i                                                 (1.7)                       

0

1 2: , 0 : , ,...,s i

M nI i I A z I i i i                                                  (1.8) 

Ta thấy: I = I
0 sI . 

Với mỗi i  I
s
 thì đường thẳng  x=x

M
+á. i

Mz  sẽ giao với siêu phẳng 

<A
s
, x>+ bs=0 tại điểm  x

i
 = x

M
 + i.

i

Mz .                                                    (1.9)                

 trong đó 
,

,

s M

s

s i

M

i

A x b

A z
                                                                                (1.10) 

  Ta gọi 

sI := : 0s

ii I = : , 0s s i

Mi I A z = 1 2, ,...,s s sqi i i                        (1.11) 

và  : : 0s s
iI i I . 

Rõ ràng s sI I I . 

Định lý 1.2  ( )Ms J x  thì sI  

Chứng minh (xem [4])  

Định lý 1.3 [4] 

sI   thì tập phương án của bài toán (L) là rỗng. 
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Định lý này cho ta kết luận rằng, nếu bài toán (L) có ít nhất một điểm chấp nhận 

được thì sI  là một tập khác rỗng. 

1.2.3. Khái niệm nón xoay M(r,s) sinh ra từ nón M 

Giả sử M là một nón đơn hình tuyến tính của hệ ràng buộc PL xác định bởi (1.1) và 

J
+
(x

M
) ≠ , khi đó với mỗi ( )MS J x  và sr I , tập hợp các điểm x thoả mãn hệ bất đẳng 

thức: 

, 0, ,

, 0

i

i

s

s

A x b i I i r

A x b
                                                                     (1.12) 

xác định một nón đơn hình tuyến tính gọi là nón xoay M(r,s), đỉnh là: 

x
M(r,s)

 =x
 r
 =  x

M
 + r.

r

Mz                                                             (1.13) 

trong đó r xác định từ (1.10). 

Đỉnh x
r
 thoả mãn:  

, 0, , \i r

iA x b i I r s I s r . 

Tập chỉ số cơ sở mới I(r,s) nhận được từ tập chỉ số cơ sở cũ I bằng cách loại chỉ số r 

ra khỏi tập cơ sở cũ, đưa chỉ số s vào thay. Ta nói nón xoay M(r,s) sinh ra từ nón M. 

Bổ đề 1.1      

Hệ  A
i
  với ,i I r s  là một hệ độc lập tuyến tính.  

Chứng minh 

Thật vậy, nếu ngược lại hệ A
i
 với i I(r,s) là phụ thuộc tuyến tính thì dễ dàng suy ra 

tồn tại biểu diễn:  

    
\ \ \

, , 0s i s r i i i

i M i i M

i I r i I r i I r

A A A z A A z  

Điều này mâu thuẫn với <A
s
, r

Mz >  0 (vì r sI ). 

Bổ đề này cho ta thấy nón xoay M(r,s) vẫn là một nón đơn hình. 

Các véc tơ chỉ phương ( , )

i

M r sz , ,i I r s  của nón xoay mới M(r,s) được xác định từ 

(1.4) với tập chỉ số cơ sở mới I(r,s), hoặc xác định từ một trong các công thức đơn giản 
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dưới đây theo các x
i
, x

r
, i

Mz , r

Mz  (xác định từ (1.4), (1.9), (1.10)) với i, r thuộc I là tập chỉ 

số của cơ sở cũ:  

0

r

( , )

                                 

                   ,  

1
.           

,

i

M

i i sr
M r s M M

i

r

Ms r

M

z khi i I

z z z khi i I i r

z khi i s
A z

                            (1.14) 

Hay

 
0

r

( , )

                                     

,
           ,

,

1
.              

,

i

M

s i
i i sM
M r s M Ms r

M

r

Ms r

M

z khi i I

A z
z z z khi i I i r

A z

z khi i s
A z

                                     (1.15) 

Các công thức này gọi là các công thức đổi cơ sở, bổ đề dưới đây chứng minh các 

công thức trên. 

Bổ đề 1.2 [4] 

Giả sử M là nón xác định bởi M:={ : , 0, }n i

ix A x b i I  với các véc tơ chỉ 

phương i

Mz  của  các cạnh xác định theo (1.4), các giao điểm x
i
 xác định theo (1.9), (1.10). 

Khi đó nón xoay M(r,s) có đỉnh là ,M r s rx x  xác định từ (1.12) với cơ sở tương ứng là 

, { } \{ }I r s I s r  và các véc tơ chỉ phương của các cạnh tương ứng là ( , )

i

M r sz  được xác 

định bởi (1.15). 

1.2.4. Định nghĩa Nón cực tiểu (Nón – min) 

Nón đơn hình tuyến tính M với đỉnh là x
M

 được gọi là nón cực tiểu (nón – min) của 

hàm ,f x C x  của bài toán (L) nếu  ,Mf x f x x M . 

Ta nói M là một nón - min của bài toán (L) khi M là một nón – min của hàm mục 

tiêu  f của bài toán (L). 
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Giả sử M là một nón đơn hình xác định từ hệ (1.1) đỉnh là x
M

, với véc tơ chỉ phương 

của cạnh i là i

Mz  (i  I), xác định bởi  (1.4), ta có định lý sau. 

 

Định lý 1.4 

Nếu M M i

Mf x f x z  thì M là một nón - min của hàm f.  

Chứng minh (xem [4])  

Hệ quả 1.1 

M là một nón - min của hàm  f(x)=<C,x> khi và chỉ khi: 

<C, i

Mz > ≥ 0, i  I. 

Giả sử M là một nón - min của hàm mục tiêu  f(x)=<C,x> của bài toán (L). 

Gọi 

: : min{ }
s

s s v i

i I
V v I f x f x                                                                (1.16)                                  

Vậy : : min ,
s

s s v i

i I
V v I f x C x  

Thay x
v
 và x

i
 xác định từ công thức (1.9) vào trên ta có: 

: : , min ,x

: , . min{ , . }

: . , min{ . , }

, ,
: ( , ). min{ ( , ). }

, ,

si I

s M v M i

v M i Msi I

s v i

v M i Msi I

v i
s s M s MM M

s s v s isi I
M M

s s v iV v I C x C

v I C x z C x z

v I C z C z

C z C z
v I A x b A x bs

A z A z

       

, ,
: min{ }

, ,

v i
s M M

ss v s ii I
M M

C z C z
v I

A z A z
 

   Vậy: V
s
:=

, ,
: min{ }

, ,

v i
s M M

s v s is
i I

M M

C z C z
v I

A z A z
                                       (1.17) 

 

Định lý 1.5 
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Với mọi r  V
s
 xác định từ (1.17), nếu M là một nón cực tiểu của hàm mục tiêu của 

bài toán (L) thì nón M(r,s) xác định từ (1.12) cũng là một nón cực tiểu của hàm mục tiêu 

bài toán (L) 

Chứng minh (xem [2]) 

Đỉnh ( , )M r sx  của nón xoay M(r,s) còn có thể xác định công thức sau đây khi biết các 

véc tơ chỉ phương các cạnh của nón xoay M(r,s):  

( , )

( , ).
( , )

M r s i

i M r sx b z
i I r s

                                                                            (1.18) 

Phần dưới đây chúng ta sẽ xây dựng thuật toán nón xoay giải bài toán (L) dựa vào cơ 

sở lý thuyết trình bày ở các phần trên và định lý 1.5. 

1.3. Phƣơng pháp nón xoay tuyến tính 

Phương pháp nón cực tiểu trình bày dưới đây sẽ cho chủng ta một thuật toán giải 

trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với cơ sở xuất phát từ đỉnh một nón 

cực tiểu của hàm mục tiêu gọi là phương pháp nón xoay tuyến tính. 

Việc biết một nón cực tiểu của bài toán nói chung không khó khăn gì. Chẳng hạn 

trong trường hợp miền ràng buộc PL của bài toán (L) là đa diện, ta có thể dễ dàng chỉ ra 

được một chóp đơn hình với n+1 đỉnh đã biết chứa PL , đỉnh nào của chóp đơn hình này 

có giá trị của hàm mục tiêu nhỏ nhất tại đó so với các giá trị của hàm mục tiêu tại các 

đỉnh còn lại của chóp thì nón chứa chóp đơn hình tương ứng với đỉnh này chính là một 

nón-min của bài toán (L).                

Xét bài toán (L) trong trường hợp biết một nón – min của bài toán (L). 

Ý tưởng của thuật toán nón xoay tuyến tính giải bài toán (L) như sau: 

Xuất pháp từ một nón-min M  ban đầu của hàm mục tiêu bài toán, chúng ta kiểm tra 

xem đỉnh của nó có thuộc miền chấp nhận của bài toán không (tức là đỉnh này có thoả 

mãn tất cả các ràng buộc không) nếu đỉnh này thuộc miền chấp nhận thì nó là một lời giải 

của bài toán (L). Ngược lại ta xây dựng nón xoay mới M(r,s) (vẫn là nón-min) từ nón cũ 

M của bài toán (L) và lặp lại quá trình kiểm tra nón xoay mới này tương tự như đối với 

nón M, quá trình này được thực hiện cho đến khi đỉnh của nón xoay mới M(r,s) thuộc 
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miền chấp nhận của bài toán (L) (khi miền ràng buộc của bài toán (L) có phương án) hoặc 

sẽ phát hiện ra miền ràng buộc của bài toán (L) là rỗng. 

1.3.1. Thuật toán nón xoay tuyến tính 

Bước chuẩn bị (bước 0). Giả sử ta đã biết M0 là nón - min của bài toán (L) với tập 

chỉ số cơ sở là 00 0 0 0
0 1 2, ,..., , M

nI i i i x x  là đỉnh của M0 và các véc tơ chỉ phương của các 

cạnh i của nón M0 là 
0

iz =
0

i

Mz (i I0). 

Bước k (k=0, 1, 2, ...). Giả sử Mk là nón - min của bài toán (L) (đã được xây dựng), 

với tập chỉ số cơ sở , đỉnh và các véc tơ chỉ phương của các cạnh của nón Mk  tương ứng 

là Ik:= 1 2, ,...,k k k

ni i i ;  x
k
 = kM

x và i

kz = 
k

i

Mz . 

Xác định tập J
+
(x

k
) theo (1.6): ( ) : 1,2,..., : , 0k j k

jJ x j m A x b  

1.  Nếu J
+
(x

k
) =  thì dừng lại. x

k
 chính là một lời giải của bài toán (L), 

2.  Nếu J
+
(x

k
)  , ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở theo một trong hai cách sau:  

Ta chọn sk  là một chỉ số tuỳ ý thuộc J
+
(x

k
)   

hoặc ta chọn :min k

k j i J xs  (gọi là qui tắc chọn min)                                     (1.19) 

hoặc :max k

k j i J xs  (gọi là qui tắc chọn max) 

và xác định:   : : , 0k ks s i

k kI i I A z ;                                                                  (1.20) 

1 2: : , 0 , ,...,k k k

k k k k

s s s k ki k

k s s s qI i I A z i i i ,                                         (1.21) 

2.1. Nếu ks
I  =  thì dừng lại, suy ra bài toán (L) không có phương án. 

2.2. Nếu ks
I   : 

Gọi 
, ,

: : min
, ,

k k

sk kk

v i
s s k k

s sv i
i I

k k

C z C z
V v I

A z A z
                                      (1.22) 

và chọn chỉ số đưa ra khỏi cơ sở theo một trong hai cách sau: 

Ta chọn  rk là chỉ số tuỳ ý thuộc ks
V hoặc ta chọn 

:min ks

k v v Vr   hoặc :max ks

k v v Vr                                            (1.23) 



9 

 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

 

(cách chọn chỉ số này gọi là qui tắc chọn min (hoặc là qui tắc chọn max)) . 

Và ta xây dựng nón xoay Mk+1 = Mk(rk, sk) sinh ra từ nón-min Mk (xem mục 1.2.3), 

tập chỉ số cơ sở là 1 , \k k k k k k kI I r s I s r  ; và các véc tơ chỉ phương 
1

i

kz  (sử dụng 

(1.15)): 

0

1

                                    

,
( . )       ,  

,

1
.              

,

k

k k

k k

k

k k

i

k k

s i
r si i k

k k k k ks r

k

r

k ks r

k

z khi i I

A z
z z z khi i I i r

A z

z khi i s
A z

                                              (1.23’) 

Từ (1.5) và (1.13):  

x
k+1

=x kM ( kr , ks )
= kr

kx =x
k
+ . k

k

rk

r kz = x
k
 -

,
.

,

k k

k

k k

s

s

s r

k

A x b

A z
kr

kz =
1

1.
k

i

i k

i I

b z

    

 (1.24) 

Quay trở lạ i bước k với k   k+1 

Một số chú  ý: 

1) Từ định lý 1.5 ta dễ dàng có bổ đề 1.3 dưới đây và do đó dễ thấy nón xoay Mk+1 

được xây dùng (trong thuật toán) sinh ra từ nón-min Mk vẫn là một nón - min của bài toán 

(L). 

2) Sự lựa chọn chỉ số đưa vào min : k
ks j j J x  và chỉ số đưa ra 

min : s
k kr v v V  sẽ làm cho thuận toán đề nghị trên kết thúc sau một số hữu hạn bước 

lặp (không xảy ra xoay vòng). Điều này được chứng minh bởi định lý 1.6 dưới đây. 

3) Công thức (1.23’) gọi là công thức xoay cơ sở và phần tử ,k ks r

kA z  được gọi là 

phần tử xoay, nó là trung tâm để đổi các véc tơ chỉ phương i

kz  của hệ  cơ sở cũ sang hệ cơ 

sở mới 
1

i

kz  theo công thức xoay (1.23’). 

4)  Để cho gọn chúng ta đặt , ( ), 1,2,...,i k i k

iA x b A x i m  

Dựa trên định lý 1.5, chúng ta dễ dàng chứng minh được bổ đề sau 

Bổ đề 1.3 
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Tại mỗi bước lặp k, khi giải bài toán (L) theo thuật toán nón xoay tuyến tính với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở và 

đưa ra khỏi cơ sở là (1.19), (1.20) và (1.21) thì nón xoay Mk+1 được xây dựng trong thuật toán vẫn là một nón – min của hàm 

mục tiêu và ta có 
1( ) ( ), 1,2,...k kf x f x k  

Sự lựa chọn :min k

k j j J xs  và  :min s

k k kv v Vr s , 

(hoặc :max k

k j j J xs  và :max s

k k kv v Vr s  sẽ làm cho thuận toán đề nghị trên 

kết thúc sau một số hữu hạn bước lặp (không xảy ra xoay vòng). Điều này được chứng 

minh bởi định lý sau. 

Định lý 1.6 

Giải bài toán (L) theo thuật toán nón xoay với chỉ số chọn đưa vào cơ sở là 

:min k

k j j J xs  ( hoặc :max k

k j j J xs ) và chỉ số chọn đưa ra khỏi cơ sở 

tương ứng là  :min s

k k kv v Vr s  ( hoặc tương ứng :max s

k k kv v Vr s ) sẽ kết thúc 

sau một số hữu hạn bước lặp và cho ta lời giải của bài toán (L), hoặc phát hiện ra miền 

ràng buộc PL  của bài toán (L) là rỗng. 

Chứng minh định lý này có thể tìm thấy trong [4] 

Năm 1977 RG. Bland đã đề xuất qui tắc tránh xoay vòng tương tự như trên cho việc 

giải bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc. 

1.3.2. Bảng lặp giải bài toán quy hoạch tuyến tính bởi thuật toán nón xoay tuyến tính và ví dụ 

minh hoạ 

Để dễ tính toán, trong mỗi bước lặp k ta thiết lập bảng dưới đây gọi là bảng nón 

xoay thu gọn giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn khi biết một nón – min của 

hàm mục tiêu của bài toán. 

Bảng lặp nón xoay thu gọn:     Bảng A 
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Chỉ số cơ sở bj 1c    
2c … jc  …

nc  <A
i
, 0x >+bi 

<A
i
, kx >+bi 

k=1,2,… 

1 

2  

… 

( ks ) 

… 

m 

b1 

b2
 

… 

ksb  

… 

mb
 

11a    12a …
1 ja … 1na  

21a    22a …
2 ja … 2na  

…    ….   …. 

1ksa   
2ksa …

ks ja …
ks na  

…   …   … 

1ma    2ma …
mja ... mna  

<A
1
, 0x >+b1 

<A
2
, 0x >+b2 

…… 

(< 0s
A , 0x >+

0sb ) 

… 

<A
m
, 0x >+bm 

<A
1
, kx >+b1 

<A
2
, kx >+b2 

…… 

( ks
A , kx >+

ksb ) 

... 

<A
m
, kx >+bm 

1

ki  

2

ki  

… 

( rk=
k k

k

s pi ) 

… 

 

k

ni  

1
ki

b  

2
ki

b  

… 

kr
b  

… 

 

k
ni

b  

1

1

ki

kz    1

2

ki

kz … 1
ki

kjz … 1
ki

knz  

2

1

ki

kz    2

2

ki

kz … 2
ki

kjz … 2
ki

knz  

…   …   …   … 

1
kr

kz    
2

kr

kz … kr

kjz … kr

knz  

…   …   …   … 

 

1

k
ni

kz    
2

k
ni

kz …
k
ni

kjz …
k
ni

knz  

1,
k

ks i

kA z

2,
k

ks i

kA z  

… 

[ ,k ks r

kA z ] 

… 

 

,
k

k ns i

kA z  

- 
1

1

,

,

k
sk

k
sk k

i

k

is

k

C z

A z
 

… 

(-
,

,

k

k k

r

k

s r

k

C z

A z
) 

… 

-
,

,

k
s qk k

k
s qk k k

i

k

is

k

C z

A z
 

Bước 

k=0,1,2,… 

x
k
 

1

kx    
2

kx … k

jx  … k

nx    

 

Bảng lặp nón xoay thu gọn A gồm 2 phần (xem bảng A): Các số liệu ban đầu được đưa 

vào bảng và các số liệu cần tính toán theo các công thức trong thuật toán nón xoay được 

xây dựng thứ tự theo các bước từ trên xuống dưới và từ trái sang phải như sau:  

Bước k (k=0, 1, 2, …): 

Phần thứ nhất của bảng là khai báo số liệu của bƣớc chuẩn bị:  
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Đưa vào các số liệu ban đầu của bài toán nằm trong các cột bao gồm có cột chỉ số cơ 

sở 1, 2, …, m, cột số liệu các giá trị bi (i=1, 2, …, m), dòng đầu tiên trên cùng của phần 

này là các hệ số của hàm mục tiêu, và ma trận hệ số các ràng buộc A cụ thể là: 

+ Dòng đầu tiên của bảng là dòng các toạ độ cj của véc tơ C của hàm mục tiêu.    

+ Cột đầu tiên thứ nhất là cột chỉ số của các véc tơ dòng A
i
 của ma trận ràng buộc A 

của bài toán (L) từ 1 đến m. 

+ Cột thứ hai là cột các giá trị ( 1,2,..., )ib i m  của véc tơ cột B của ma trận ràng 

buộc. 

+ Tiếp theo bên phải cột thứ hai là bảng của ma trận hệ số gồm các giá trị của ràng 

buộc A: aij (i=1,2,…,m;  j =1,2,…,n) 

Phần thứ hai của bảng liền với phần thứ nhất là số liệu tính toán các giá trị của hệ 

véc tơ chỉ phƣơng ( )i

k kz i I  và các toạ độ của đỉnh x
k
:  

Tại bước k (k = 0, 1, 2, …)  bảng gồm các cột và ma trận của giá trị các véc tơ chỉ 

phương ( )i

k kz i I cụ thể như sau: 

+ Cột thứ nhất là cột chỉ số cơ sở i Ik  

+ Cột thứ hai là cột giá trị bi với 
ki I   

+ Tiếp theo bên phải cột thứ hai là bảng ma trận các véc tơ chỉ phương ( )i

k kz i I . 

Dòng cuối cùng là các giá trị toạ độ của x
k
 là đỉnh của nón-min Mk đã biết ở bước k. 

Đến đây ta có bảng nón xoay tại bước k (k = 0, 1, 2, ….) đã xây dựng xong.  

Bây giờ ta chuyển sang kiểm tra tiêu chuẩn tối ưu và xây dựng bảng nón xoay mới ở 

bước tiếp theo k+1 nếu x
k
 chưa phải là phương án tối ưu. 

Từ dòng cuối cùng của phần thứ hai của bảng là dòng các toạ độ của x
k
 , chúng ta đi 

tính các giá trị , ( 0,1,2,..., )i k

iA x b i m  và xây dựng tiếp các cột chứa các giá trị này 

ở bên phải ma trận ràng buộc A trong phần thứ nhất của bảng. 
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Từ cột chứa giá trị , ( 0,1,2,..., )i k

iA x b i m  đã biết này ở bước lặp k (vị trí bên 

phải ma trận ràng buộc A). Theo thuật toán nón xoay ta xác định được tập ( )kJ x  có hai 

khả năng: 

+ Nếu ( )kJ x  thì dừng và kx  là một lời giải của bài (L) 

+ Nếu ( )kJ x  thì theo thuật toán nón xoay ta chọn được chỉ số đưa vào cơ sở sk 

và chúng ta tiến hành tính toán các cột sau: 

Bên phải bảng ,i

k kz i I  ở phần thứ hai của bảng ta xây dựng cột chứa giá trị 

, ,ks i

k kA z i I  

Từ cột giá trị này ta xác định được tập ks
I  và theo thuật toán ta có hai khả năng: 

+ Nếu ks
I  thì dừng và kết luận bài toán (L) không có phương án. 

+ Nếu ks
I  thì từ thuật toán nón xoay chúng ta phải xây dựng cột tính giá trị 

,
,

,
k

k

i
sk

s i

k

C z
i I

A z
. Từ đây theo (1.21) và (1.22) của thuật toán nón  xoay tuyến tính ta 

chọn được chỉ số đưa ra cơ sở là rk .  

Đến đây các thông tin để xây dựng bảng lặp ở bước k+1 từ bảng lặp ở bước k đã đầy 

đủ, chúng ta xây dựng bảng lặp ở bước k+1 phía dưới bảng lặp ở bước k như sau: 

+ Cột đầu tiên của bảng lặp ở bước k+1 là cột chỉ số cơ sở 
1 ( ) \k k k kI I s r  

được xây dựng bằng cách chuyển cột chỉ số cơ sở của bảng ở bước lặp k  xuống và chỉ 

cần thay chỉ số rk bằng chỉ số sk ở bảng mới là được. 

+ Cột tiếp theo là cột chứa các giá trị bi với 
1ki I  (bên phải cột chỉ số cơ sở 1kI ) 

được xây dựng bằng cách chuyển cột chứa các giá tri bi với 
ki I  của bảng ở bước lặp 

thứ k xuống và thay giá trị 
kr

b bằng giá trị 
ksb ở bảng mới (bước k+1) .  

+ Tiếp theo bên phải cột 
1( )i kb i I là bảng ma trận các véc tơ chỉ phương 

1 1,i

k kz i I  của nón-min Mk+1 được tính từ các véc tơ chỉ phương i

kz  của nón – min Mk 

ở bảng lặp bước k theo công thức xoay (1.23). 
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Sau đó ta tính toán đến dòng cuối cùng tiếp theo của bảng này là dòng các toạ độ của 

đỉnh nón – min Mk+1 là x
k+1

 = 
1

1.
k

i

i k

i I

b z  (theo công thức (1.24)) 

Đến đây bảng nón xoay mới ở bước lặp k+1 đã được xây dựng xong. 

Quá trình lặp này sẽ kết thúc sau hữu hạn bước bởi định lý 1.6. 

Một số phần tử trung tâm cần chú ý khi xây dựng bảng nón xoay thu gọn là: 

+ Giá trị , ( 0,1,2,...)k

k

s k

sA x b k  dương nằm trong cột chứa các giá trị  

, ( 0,1,2,..., )i k

iA x b i m  được ở trong dấu móc tròn ( ,k

k

s k

sA x b ) tương ứng với 

dòng sk (được chọn đưa vào cơ sở ở bước lặp k) theo mục b1) hay b2) trong thuật toán nón 

xoay tuyến tính.  

+ Giá trị 
,

,

k

k k

r

k

s r

k

C z

A z
 nằm trong cột chứa các giá trị 

,
,

,
k

k

i
sk

s i

k

C z
i I

A z
 được ở 

trong dấu móc tròn (
,

,

k

k k

r

k

s r

k

C z

A z
) tương ứng với dòng rk (được chọn đưa ra cơ sở ở bước 

lặp k) theo tiêu chuẩn (1.21) và (1.22) của thuật toán nón xoay tuyến tính. 

+ Phần tử xoay ,k ks r

kA z  thuộc cột chứa các giá trị , ,ks i

k kA z i I  được nằm 

trong dấu móc vuông là [ ,k ks r

kA z ]. 

1.4. Thuật toán nón xoay giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm 

mục tiêu có hệ số không âm  

Trong phần này chúng ta sẽ áp dụng thuật toán nón xoay tuyến tính đã trình bày 

trong mục 1.3.1 xây dựng thuật riêng giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với 

hàm mục tiêu có hệ số không âm. 

1.4.1. Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm  

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính với hàm mục tiêu có hệ sô không âm sau đây: 
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1

( ) , . min

( ) 0 

, 0, 1,...,

n

j j

j

i

i

f x C x c x

M x

C x d i N

 

Trong đó x, C
i
, C  n ,  x  (x1, x2, ..., xn),  C

i
 (ci1,ci2, ..., cin), C (c1,c2, ..., cn)  là các 

véc tơ dòng bất kỳ, cj, di  1  với i=1, 2, ..., N(N 1), và 0, : 1,2,...,jc j n .                          

Ta viết lại bài toán quy hoạch tuyến tính (M) này ở dạng như bài toán (L) trong mục 

1.1 và chúng ta gọi là bài toán (M+): 

j

j=1

i

i

 ( )=<C,x>= . min  
( )

 <A , x>+ b 0, i= 1, 2, ..., m                   

n

jf x c x
M  

trong đó: m =N+n; 

A
i
 =-E

i
   (i=1, …, n);   bi=0       (i=1, …,n);  

A
n+i

 =C
i
  (i=1, …, N); bn+i = di (i=1, …, N);     

Dễ thấy hạng của hệ véc tơ A
i
 (i=1, 2, …, m=n+N) bằng n (vì có hệ con là hệ véc tơ 

đơn vị ( 1,2,..., )i iA E i n  là độc lập tuyến tính) 

1.4.2 Xây dựng nón – min (nón cực tiểu) xuất phát 

Dễ dàng thấy, vì các hệ số của hàm mục tiêu bài toán (M+) là không âm nên nón 

0

nE   chính là một nón – min đỉnh là gốc toạ độ O, các véc tơ chỉ phương của các 

cạnh là 
0

i

Mz = iE (i=1, 2, …, n). Và do đó áp dụng thuật toán nón xoay tuyến tính trình bày 

trong phần trên, chúng ta thu được một thuật toán giải bài toán (M+)  trong mục sau đây. 

1.4.3. Thuật toán nón xoay tuyến tính LA giải bài toán qui hoạch tuyến tính với hàm mục 

tiêu có hệ số không âm 

Thuật toán nón xoay tuyến tính LA 
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Bước chuẩn bị (bước 0). Chọn nón – min ban đầu Mo :=
0

nE  , đỉnh là 

0 0: 0
M

x E , tập chỉ số cơ sở I0 :={1,2, …,n}, các véc tơ chỉ phương của các cạnh của 

Mo là 
0

i

Mz = iE , với i = 1,2, …,n. 

Bước k (k=0, 1, 2, ...). Giả sử Mk là nón - min của bài toán (M+) (đã được xây dựng), 

với tập chỉ số cơ sở , đỉnh và các véc tơ chỉ phương của các cạnh của nón Mk tương ứng là 

Ik:= 1 2, ,...,k k k

ni i i ;  x
k
 = kM

x và i

kz = 
k

i

Mz . 

Xác định tập J
+
(x

k
) theo (1.6): ( ) : 1,2,..., : , 0k j k

jJ x j m A x b .   

1.  Nếu J
+
(x

k
) =  thì dừng lại. x

k
 chính là một lời giải của bài toán (M), 

2. Nếu J
+
(x

k
)  , ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở theo một trong hai cách sau:  

Ta chọn sk là một chỉ số tuỳ ý thuộc J
+
(x

k
)   

hoặc ta chọn :min k

k j j J xs  (gọi là qui tắc chọn min) hoặc :max k

k j j J xs  

(gọi là qui tắc chọn max) và xác định: 

: : , 0k ks s i

k kI i I A z ; 
1 2: : , 0 , ,...,k k k

k k k k

s s s k ki k

k s s s qI i I A z i i i . 

2.1. Nếu ks
I  =  thì dừng lại, suy ra bài toán (L) không có phương án. 

2.2. Nếu ks
I    : 

Gọi ks
V :={

, ,
: min{ }

, ,
k

sk kk

v i
s k k

s sv i
i I

k k

C z C z
v I

A z A z
}  

và chọn chỉ số đưa ra khỏi cơ sở theo một trong hai cách sau: 

Ta chọn rk là chỉ số tuỳ ý thuộc ks
V . 

hoặc  ta chọn :min ks

k v v Vr  hoặc :max ks

k v v Vr  

(cách chọn này gọi là qui tắc chọn min (hoặc là qui tắc chọn max)) . 

Và ta xây dựng nón xoay Mk+1=Mk(rk, sk) sinh ra từ nón-min Mk, 1 ,k k k kI I r s  

\k k kI s r ; và các véc tơ chỉ phương 
1

i

kz (theo (1.15)): 
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0

1

                                    

,
( . )       ,

,

1
.              

,

k

k k

k k

k

k k

i

k k

s i
r si i k

k k k k ks r

k

r

k ks r

k

z khi i I

A z
z z z khi i I i r

A z

z khi i s
A z   

                                                      (1.25) 

x
k+1

= x kM ( kr , ks )
 = kr

kx  = x
k
 -

,
.

,

k k

k

k k

s

s

s r

k

A x b

A z
kr

kz =
1

1.
k

i

i k

i I

b z                     (1.26) 

Quay trở lại bước k với k   k+1 

Sự hữu hạn bước lặp của thuật toán đã được suy ra từ định lý 1.6 trong mục 1.3.1 

1.4.4. Lựa chọn chỉ số đưa vào cơ sở  

Xét thuật toán nón xoay tuyến tính LA trình bày trong mục 1.4.3. ở trên, tại bước lặp 

k (k=1,2,…) với J
+
(x

k
) ≠ , chúng ta giả sử  

1 2: 1,2,..., : , 0 , ,...,
k

k j k

j k k klJ x j m A x b s s s  

Với mỗi skj (j=1, 2, …, lk), chúng ta có: 

, 0, 1,2,...,kj

kj

s k

s kA x b j l  

xác định các tập , ,kj kj kjs s s
I I V theo (1.20),(1.21) và (1.22) và chọn ( )k kjr s  theo (1.23) 

Theo định lý 1.5 thì với mỗi kjs  (j=1, 2, …, lk) nón ,k k kj kjM r s s  với tập chỉ số cơ 

sở mới tương ứng , \k k kj kj k kj k kjI r s s I s r s  là nón cực tiểu (Nón – min) của hàm 

mục tiêu bài toán (L). Vì k

kJ x l , nên tại bước lặp k, chúng ta có lk nón cực tiểu (Nón-

min) của hàm mục tiêu. Trong các chỉ số ( )k

kj J xs (j=1, 2, …, lk) chúng ta gọi  
0

kjs
 
là chỉ 

số thoả mãn: 

0 1 2
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ), ( ),..., ( )
k kj k klk k k k k

r s r sr s r s

k k k kf x max f x f x f x                                         (1.27) 

Rõ ràng 0
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,...,
k kj k kj

r s r sopt k

k k kf x f x f x f x j l                                                (1.28)  

x
opt

  là lời giải của bài toán. 
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Sau đây tại mỗi bước lặp k chúng ta đề nghị cách chọn chỉ số đưa vào cơ sở mới 

trong thuật toán nón xoay tuyến tính ở chương 2 gọi là qui tắc chọn cơ sở MAX (hay nói 

ngắn gọn là quy tắc MAX): 

Gọi 
1 2: 1,2,..., : , 0 , ,...,

k

k j k

j k k klJ x j m A x b s s s  

Xác định các tập , ,kj kj kjs s s
I I V theo (1.20), (1.21) và (1.22) và chọn ( )k kjr s  theo (1.23), 

sau đó gọi 
0

kjs là chỉ số thoả mãn (1.27), chúng ta thấy có hai khả năng: 

1. Nếu 0
( )

( ) ( )
k kjr s k

kf x f x
 
thì chúng ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở mới là 

0k kjs s  

(1.29). 

2. Nếu 0
( )

( ) ( )
k kjr s k

kf x f x  thì chúng ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở mới theo qui tắc 

min, tức là: 

: ( )min k

k j j J xs
                                                                     

(1.30) 

Từ (1.27), (1.28) và (1.29) cho chúng ta thấy nón-min Mk+1 được xây dựng với hệ cơ 

sở mới Ik+1  = 
0 0

( ) \ ( )k kj k kjI s r s và đỉnh tương ứng là 0
( )1 k kjr sk

kx x .Theo (1.29) ta có 

1( ) ( )k kf x f x . Điều này có nghĩa là giá trị 1( )kf x  gần với giá trị ( )optf x  hơn giá trị ( )kf x . 

Khi giải các bài toán thực tế có kích thước lớn dưới dạng bài toán (L) theo thuật toán 

nón xoay tuyến tính LA thì việc chọn véc tơ đưa vào cơ sở theo quy tắc MAX trình bày 

trên sẽ làm cho số bước lặp giảm đi. Bởi sau mỗi bước lặp k  nó sẽ bỏ qua hàng loạt các 

nón cực tiểu mà giá trị hàm mục tiêu tại đỉnh của chúng nằm trong khoảng 

0
( )

;
k kjr sk

kf x f x . Điều này có nghĩa là số bước lặp của bài toán từ bước ban đầu cho đến 

bước cuối cùng thu được lời giải của bài toán sẽ giảm được rất nhiều các bước lặp so với 

việc mà tại mỗi bước lặp k chúng ta chọn một véc tơ có chỉ số sk tuỳ ý của tập kJ x  để 

đưa vào cơ sở mới ở bước k+1.  

1.5. Cặp bài toán đối ngẫu của quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn 

Trong phần này chúng ta trình bày cặp bài toán đối ngẫu trong quy hoạch tuyến tính và một số định lý đối ngẫu quan 

trọng có nhiều ứng dụng và cụ thể trong luận văn này ta sẽ sử đụng nó để từ chiến lược hỗn hợp tối ưu của người chơi này có 

thể suy ra chiến lược hỗn hợp tối ưu của người chơi kia trong bài toán trò chơi ma trận.  
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1.5.1.  Cặp bài toán đối ngẫu 

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn sau, ta ký hiệu là (P1): 

(P1) 1 1 2 2 ....... minn nf x c x c x c x  

1 1 2 2 ....... , 1,2,....,

0, 1,2,.....,

in n ii i

j

a x a x a x b i m

x j n
 

Bài toán đối ngẫu của (P1) là quy hoạch tuyến tính sau, ta ký hiệu là (P2), có dạng: 

(P2)   1 1 2 2 ....... maxn ng y b y b y b y  

   
1 1 2 2 ....... , 1,2,....,

0, 1,2,.....,

ij m jj j

i

a y a y a y c j n

y i m
 

Ở đây 1 2, ,..., m
my y y y   là véc tơ biến cần tìm.  

Ta nhận thấy: 

+ Các ràng buộc chính trong quy hoạch ban đầu gọi là quy hoạch gốc (bài toán gốc) 

tương ứng một - một với các biến trong bài toán đối ngẫu (các biến đối ngẫu), và các biến 

trong quy hoạch gốc (biến gốc) sẽ tương ứng một – một với các ràng buộc chính trong 

bài toán đối ngẫu. 

+ Các hệ số ở vế phải ràng buộc chính trong bài toán gốc trở thành các hệ số mục 

tiêu trong bài toán đối ngẫu, còn các hệ số mục tiêu trong bài toán gốc lại trở thành các hệ 

số ở vế phải ràng buộc chính trong bài toán đối ngẫu. 

+ Bài toán gốc tìm min thì bài toán đối ngẫu tìm max (và ngược lại). 

+ Cả hai bài toán (P1) và (P2) đều có dạng chuẩn: mọi ràng buộc chính đều là các bất 

đẳng thức (  đối với bài toán min,  đối với bài toán max) và mọi biến đều không âm. 

 Với các ký hiệu véc tơ và ma trận, ta có thể viết 

  Bài toán gốc    Bài toán gốc 

     , minf x c x        , maxg y b y  

  
,

0

Ax b

x
     

,

0

TA y c

y
 

( TA  là ma trận chuyển vị của A, ,a b  là tích vô hướng của hai véc tơ a và b). 

1.5.2 Một số tính chất và định lý đối ngẫu 
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 Ta nhắc lại các kết quả đối ngẫu nhận được dưới đây đối với cặp bài toán đối ngẫu 

ở dạng chuẩn, nó cũng đúng cho một cặp bài toán đối ngẫu dạng bất kỳ. 

Tính chất 1. (Đối ngẫu yếu) 

 Nếu x là một phương án bất kỳ của bài toán gốc (P1) và y là một phương án bất kỳ 

của bài toán đối ngẫu (P2) thì  

1 1 2 2 1 1 2 2....... .......n n m mnf x c x c x c x g y b y b y b y  

Tính chất 2. (Đối ngẫu mạnh) 

Nếu một bài toán quy hoạch có phương án tối ưu thì bài toán quy hoạch đối ngẫu 

của nó cũng có phương án tối ưu và giá trị tối ưu của chúng là bằng nhau. 

Các kết quả nêu trên cho thấy mối quan hệ sau đây giữa hai bài toán gốc và đối 

ngẫu. 

Tính chất 3. (Định lý tồn tại) Đối với mỗi cặp bài toán quy hoạch đối ngẫu nhau chỉ có 

thể xảy ra một trong ba khả năng loại trừ nhau sau đây: 

a) Cả hai bài toán quy hoạch đều không có phương án 

b) Cả hai bài toán quy hoạch đều có phương án. Khi đó, cả hai bài toán quy hoạch 

đều có phương án tối ưu và giá trị tối ưu của hai hàm mục tiêu là bằng nhau. 

c) Một bài toán quy hoạch có phương án và bài toán quy hoạch kia không có phương 

án. Khi đó bài toán quy hoạch có phương án sẽ không có phương án tối ưu và hàm mục 

tiêu của nó không bị chặn trên tập ràng buộc. 

Mối liên hệ giữa hai bài toán đối ngẫu còn thể hiện ở các sự kiện cơ bản sau: 

Định lý yếu về độ lệch bù: Một cặp phương án yx,  của hai bài toán quy hoạch đối ngẫu 

(P1) và (P2) là những phương án tối ưu khi và chỉ khi chúng nghiệm đúng các hệ thức: 

1

0
n

i ij j i
j

y a x b    với mọi 1,2,...i m                                                     (1.31) 

1

0
n

j j ij i
i

x c a y    với mọi 1,2,...j n                                                     (1.32) 

Hệ thức (1.31) có nghĩa là 

1

0
n

ij j i i
j

a x b y  và 
1

0 , 1,2,...,
n

i ij j i
j

y a x b i m  
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Hệ thức (1.32) có nghĩa tương tự 

  
1

0
m

ij i j j
j

a y c x  và 
1

0 , 1,2,...,
n

j ij i j
j

x a y c j n . 

Các đẳng thức (1.31) và (1.32) không loại trừ khả năng là vơi một i nào đó ta có 

đồng thời 0iy  và 
1

n

ij j i
j

a x b . Tuy nhiên định lý sau cho thấy khả năng này không thể 

xảy ra đối với tất cả các cặp phương án tối ưu đối ngẫu. 

Định lý mạnh về độ lệch bù: Nếu cặp bài toán đối ngẫu (P1) và (P2) có phương án thì 

tồn tại một cặp phương án tối ưu *, *x y  nghiệm đúng 

* * 0y Ax b  và * * 0Tx c A y  

1.6. Bài toán trò chơi ma trận 

Trong phần này chúng ta sẽ trình bày các khái niệm về trò chơi ma trận, chiến lược 

hỗn hợp tối ưu trong bài toán trò chơi ma trận và đưa bài toán trò chơi ma trận về bài toán 

quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn. 

1.6.1. Khái niệm trò chơi ma trận 

Để đơn giản chúng ta giả sử có hai người (đối thủ) P1 và P2 cùng chơi. người chơi 

thứ nhất P1 có m chiến lược (cách chơi), người chơi thứ hai P2 có n chiến lược, khi đó ta 

có một số khái niệm về trò chơi ma trận như sau:  

Định nghĩa 1.1: Cho ma trận ijA a  cấp mxn, có m hàng, n cột, với a
ij

 là các số thực 

tùy ý (cho trước). Trò chơi được xác định bởi ma trận A  được gọi là trò chơi ma trận. Ma 

trận A gọi là ma trận thu hoạch (hay ma trận thắng, hay ma trận trả tiền).  Phần tử ija  

biểu thị số tiền 2P  trả cho 1P  nếu 1P  chọn cách chơi thứ i (hàng i) và 2P  chọn cách chơi 

thứ j (cột j). Ma trận A còn gọi là ma trận thu hoạch của 1P  (-A là ma trận thu hoạch của 

2P ). 

Ma trận A được xác định như sau: 
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11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

ij

mnm m

a a a

a a a
A a

a a a





   



 

Định nghĩa 1.2: Với mỗi 1,2,...,i m  chiến lược đơn thứ i của 1P , kí hiệu i, là véc tơ m-

chiều 1 2, ,..., mX x x x  với 1, 0,i kx x k i , nghĩa là X là các véc tơ đơn vị thứ i trong 

m . Nó biểu thị việc 1P  chọn hàng i của ma trận A. 

 Tương tự, chiến lược đơn thứ j (j = 1,2,…,n) của 2P  là véc tơ n – chiều 

1 2, ,..., nY y y y  với 1, 0,j ky y k j , nghĩa là Y là véc tơ đơn vị thứ j trong n . Ký 

hiệu chiến lược đơn thứ j của 2P  là j. Nó biểu thị việc 2P  chọn cột j của ma trận A. 

 Trong các trò chơi ma trận, thông tin về cách chơi của mỗi đấu thủ cần được giữ 

kín, đồng thời số tiền thắng hay thua từ một cuộc chơi (gồm nhiều lần chơi) được tính 

như kết quả của các lần chơi. Bây giờ ở mỗi lần chơi, các đấu thủ không chọn cố định 

một chiến lược đơn (hàng, cột) cụ thể nào mà sẽ lựa chọn phối hợp các hàng (cột) theo 

một tỉ lệ (xác suất) nào đó. Vì thế, ta đi đến khái niệm chiến lược hỗn hợp. 

Định nghĩa 1.3: Chiến lược hỗn hợp của 1P  là véc tơ m – chiều 1 2, ,..., mX x x x  với 

0, 1,2,...,ix i m  và 1 2 ... 1mx x x , trong đó ix  biểu thị tỉ lệ hay xác suất để 1P  chọn 

cách chơi thứ i (hàng i). Tương tự, chiến lược hỗn hợp của 2P  là véc tơ n-chiều 

1 2, ,..., nY y y y  với 0, 1,2,...,iy i n  và 1 2 ... 1ny y y , trong đó iy  biểu thị tỉ lệ 

hay xác suất để 2P  chọn cách chơi thứ j (cột j). 

1.6.2 Hàm thu hoạch của P1  

 Khi 1P  chọn chiến lược hỗn hợp 1 2, ,..., mX x x x  và 2P  chọn chiến lược hỗn hợp 

1 2, ,..., nY y y y  thì phần thắng của 1P  (cũng là phần thua của 2P ) được tính trung bình 

như sau: 

 Nếu 2P  chọn chiến lược đơn thứ nhất thì kỳ vọng thắng cuộc của 1P  là: 

11 1 21 2 1... mma x a x a x  
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Nếu 2P  chọn chiến lược đơn thứ hai thì kỳ vọng thắng cuộc của 1P  là: 

  12 1 22 2 2... mma x a x a x  

……………………………………………………. 

 Nếu 2P  chọn chiến lược đơn thứ n thì kỳ vọng thắng cuộc của 1P  là: 

  1 1 2 2 ... mn mn na x a x a x  

 Do 2P  chọn chiến lược hỗn hợp 1 2, ,..., nY y y y  nên kỳ vọng thắng cuộc của 1P  

là: 

  1 1 2 2
1 1 1 1 1

...
m m m n m

i i n in i ij i ji i
i i i j i

y a x y a x y a x a x y  

Định nghĩa 1.4: Ta gọi hàm thu hoạch hay số thu hoạch của 1P  là số thực 

  
1 1

,
n m

ij i j
j i

E X Y a x y  

trong đó 1 2, ,..., mX x x x  và 1 2, ,..., nY y y y  là chiến lược hỗn hợp bất kỳ của 1P  và 2P  

tương ứng. 

1.6.3. Điểm yên ngựa và chiến lƣợc tối ƣu 

1.6.3.1. Điểm yên ngựa 

 Xét trò chơi cho bởi ma trận thu hoạch ijA a .  

Định nghĩa 1.5: Nếu ma trận trả tiền A thỏa mãn điều kiện: 

max min min maxij ij hkj ji i
a a a v  

thì ta nói rằng trò chơi ma trận có điểm yên ngựa và điểm yên ngựa là phần tử hka . 

 Khi trò chơi có điểm yên ngựa hka , 1P  sẽ thắng ít nhất v  nếu 1P  chọn chiến lược 

đơn h , 2P  sẽ thua nhiều nhất v  nếu 2P  chọn chiến lược đơn k . Khi đó, h  là chiến lược 

tối ưu cho 1P  và k  là chiến lược tối ưu cho 2P . Thật vậy, nếu 1P  chọn chiến lược đơn 

khác h  trong khi 2P  chọn k  thì số thu hoạch của 1P  không tăng mà còn có thể giảm. 

Cũng vậy, nếu 2P  không chọn chiến lược đơn k  trong khi 1P  chọn h  thì số tiền 2P  phải 

trả cho 1P  không giảm mà còn có thể tăng.  
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 Chúng ta có thể có nhiều ví dụ chứng tỏ không phải trò chơi ma trận nào cũng có 

điểm yên ngựa, nghĩa là có chiến lược đơn tối ưu. Vì thế ta cần đi đến khái niệm chiến 

lược hỗn hợp tối ưu. 

1.6.3.2. Chiến lƣợc tối ƣu 

Định nghĩa 1.6. Lời giải của trò chơi ma trận là cặp chiến lược hỗn hợp 

1 2, ,..., mX x x x , 1 2, ,..., nY y y y  và số thực v  sao cho: 

a) ,E X Y v  

b) ,E X j v  với mọi chiến lược đơn 1,2,...,j n . 

c) ,E i Y v  với mọi chiến lược đơn 1,2,...,i m . 

,X Y  gọi là chiến lược tối ưu của 1P  và 2P  tương ứng. Số v  gọi là giá của trò chơi. 

 Định nghĩa trên cho thấy nếu 1P  chọn cách chơi theo tỉ lệ cho bởi chiến lược tối ưu 

X  thì dù 2P  chơi như thế nào, 1P  vẫn luôn thắng ít nhất là v . Cũng vậy, nếu 2P  chọn cách 

chơi theo tỉ lệ cho bởi chiến lược tối ưu Y  thì dù 1P  chơi như thế nào, 2P  chỉ thua nhiều 

nhất là v . Giá v  có thể dương, âm hoặc bằng 0. 

 Định lý sau đây cho thấy mọi trò chơi ma trận đều có lời giải. 

Định lý minimax: Đối với mọi trò chơi ma trận bao giờ cũng tồn tại max min ,E X Y
YX

, 

min max ,
Y X

E X Y  và hai giá trị này bằng nhau. 

 Nói cách khác, mọi trò chơi ma trận đều có nghiệm , ,X Y v  sao cho: 

  , , ,E X Y E X Y v E X Y  với mọi cặp chiến lược hỗn hợp X, Y. 

 Như vậy, với trò chơi ma trận bất kỳ mỗi đối thủ đều có chiến lược tối ưu YX ,  sao 

cho số tiền thắng nhỏ nhất của 1P  bằng số tiền thua lớn nhất của 2P  và bằng v . 

Nhận xét: Nếu ma trận trả tiền A có phần tử âm thì ta có thể thay nó bằng ma trận 

0ijA a  (mọi phần tử của A  đều dương) bằng cách chọn số  thích hợp, chẳng 
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hạn min : 0ij ija a . Có thể chứng minh rằng các chiến lược tối ưu trong cả hai trò 

chơi (với ma trận trả tiền A  và A ) là như nhau, đồng thời 0v v . 

1.7. Đưa trò chơi ma trận về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn 

Trong phần này chúng ta sẽ trình bày cách đưa việc tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu 

của bài toán trò chơi ma trận về việc giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với 

hàm mục tiêu có hệ số không âm. 

1.7.1 Đưa bài toán trò chơi ma trận về bài toán quy hoạch tuyến tính 

 Xét trò chơi ma trận ij m n
A a . Theo các định nghĩa 1.4 và 1.6 thì bài toán của 1P  

là tìm các véc tơ 1 2, ,..., mX x x x  và số v  sao cho:  

maxv  

  11 1 21 2 1... mma x a x a x v  (cộng theo cột 1) 

  12 1 22 2 2... mma x a x a x v  (cộng theo cột 2) 

  ……………………………………………….. 

  1 1 2 2 ... mn mn na x a x a x v  (cộng theo cột n) 

  1 2 ... 1, 0, 1,2,...,m ix x x x i m . 

Ngược lại, bài toán của 2P  là tìm véc tơ 1 2, ,..., nY y y y  và số v  sao cho  

minv  

  11 1 12 2 1... nna y a y a y v  (cộng theo hàng 1) 

  21 1 22 2 2... nna y a y a y v  (cộng theo hàng 2) 

  ……………………………………………….. 

  1 1 2 2 ... mn nm ma y a y a y v  (cộng theo hàng m) 

  1 2 ... 1, 0, 1,2,...,n jy y y y j n . 

 Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết mọi 0a
ij

 và vì thế 0v . Bằng cách 

đặt  

  , 1,2,...,i
i

x
x i m

v
 và , 1,2,...,j

j

y
y j n

v
. 
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Ta có:  1 2
1... mx x x v  và 1 2

1... ny y y v . 

 Ta thấy v  là số tiền mà 1P  nhận được và v  cũng là số tiền mà 2P  phải trả, nên 1P  

tìm cách làm cực đại v  hay cực tiểu 1
v  còn 2P  tìm cách làm cực tiểu v  hay cực đại 1

v . 

Vì thế ta có cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu: 

Bài toán của ngƣời chơi 1P : 1 1 2 ... minmf x x x  

  11 1 21 2 1... 1mma x a x a x  (cột 1) 

  12 1 22 2 2... 1mma x a x a x  (cột 2) 

  ………………………………… 

  1 1 2 2 ... 1mn mn na x a x a x  (cột n) 

  0, 1,2,...,ix i m  

Bài toán của ngƣời chơi P2: 2 1 2 ... maxnf y y y  

  11 1 12 2 1... 1nna y a y a y  (hàng 1) 

  21 1 22 2 2... 1nna y a y a y  (hàng 2) 

  …………………………………… 

  1 1 2 2 ... 1mn nm ma y a y a y  (hàng m) 

  0, 1,2,...,jy j n . 

Nhận xét:  

+ Hai bài toán trên lập thành một cặp bài toán quy hoạch đối ngẫu nhau. Hơn nữa, rõ 

ràng cả hai bài toán đều có phương án, nêu theo định lý tồn tại cả hai đều có phương án 

tối ưu ( lời giải) và 

1 1

1
min max

m n

i j
x yi j

x y
v

 

(số tiền thắng nhỏ nhất của 1P  bằng số tiền thua lớn nhất của 2P ). 

+ Chiến lược tối ưu của 21 , PP  tương ứng là:  

  , 1,2,...,i ix v x i m  và , 1,2,...,j jy v y j n . 

 Rõ ràng bài toán của người chơi P1 là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn có 

hệ số của hàm mục tiêu không âm nên ta có thể sử dụng thuât toán LA trình bày trong 
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mục 1.4.3. để giải trực tiếp nó với cơ sở xuất phát từ gốc tọa độ O(0, 0,... ,0) là đỉnh của 

nón cực tiểu chính là nón Ortang dương 
n

 . 

Sau đây là ví dụ minh họa được giải lại bằng thuật toán LA, từ đó ta so sánh với 

phương pháp đơn hình đã giải nó trong [2]. 

1.7.2. Ví dụ minh họa[2] 

Tìm chiến lược tối ưu của P1 và  P2 với ma trận trò chơi là 

2301

2012
A  

Ta thấy min : 0 2ij ija a , vì thế ta chọn 3  và thay A bởi ma trận 

  
5 4 3 1

0
4 3 6 5

ijA a  

Mọi phần tử của A  đều dương nên 0v .  

Cặp bài toán đối ngẫu của 1P  và 2P : 

1 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min

5 4 1

4 3 1

3 6 1

5 1

0, 0

f x x

x x

x x

x x

x x

x x

    

2 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max

5 4 3 1

4 3 6 5 1

0, 0, 0, 0

f y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

 

Theo thuật toán nón xoay tuyến tính  LA ta có nón cực tiểu ban đầu của bài toán 

chính là nón Ortang dương 2  với đỉnh là gốc tọa độ O(0,0) có tập chỉ số cơ sở là {1,2}, 

chúng ta có bảng nón xoay lặp thu gọn cho lời giải bài toán sau 2 bước lặp như sau: 

Chỉ số       bj 1            1 A
j
( 0x ) A

j
( 1x ) A

j
( 2x ) 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

1 

1 

1 

      -1           0 

       0          -1 

      -5         -4 

      -4         -3 

      -3         -6 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

-1/5 

1/5 

(2/5) 

-1/5 

-2/17 

-3/17 

-5/17 

0 

-7/17 
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6 1       -1         -5  (1) 0 0 

1 

(2) 

0 

0 

  1          0 

   0          1  

-1 

[-5] 

1 

(1/5) 

 

 

 Bước 0 x
0
         0          0   

(1) 

6 

0 

1 

  1       -1/5 

0        1/5 

[-17/5] 

-3/5 

(4/17) 

1/3 

Bước 1  x
1
      0        1/5   

 

 

 

4 

6 

1 

1 

  5/17    -1/17 

 -3/17     4/17 

Bước 2  x
2
   2/17     3/17  

 

Vậy giá của trò chơi 
17 2

3
5 5

*v v   

Chiến lược tối ưu của 1P : 
17 2 3 2 3

, ,
5 17 17 5 5

*x v x  

Từ định lý yếu về độ lệch bù và các kết quả tính toán ở cột cuối cùng trong bảng nón 

xoay thu gọn trên ta có hệ phương trình sau cho lời giải của người chơi P2 

1 2 3 4

1 2 3 4

1

3

5 4 3 1

4 3 6 5 1

0

0

y y y y

y y y y

y

y

 

Giải hệ ta được 
4 1

0; ;0;
17 17

y . 

Vậy chiến lược tối ưu của 2P : 
17 4 1 4 1

0, ,0, 0, ,0,
5 17 17 5 5

*y v y  

Nếu  giải bài toán này theo phương pháp đơn hình đối ngẫu thì chúng ta sẽ đưa bài 

toán gốc về dạng chính tắc bằng cách thêm 4 ẩn phụ 53 4 6, , , 0x x x x , ta được bài toán: 
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1 1 2

1 2 3

1 2 4

51 2

1 2 6

min

5 4 1

4 3 1

3 6 1

5 1

0, 1,2,3,4,5,6j

f x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x j

 

  Giả phương án ban đầu 1 0 0 1 1 1 1x . Cơ sở đối ngẫu 3,4,5,6J .  

Quá trình giải bài toán theo thuật toán đơn hình đối ngẫu được ghi ở 4 bảng sau: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Biến cơ sở 
Hệ số 

mục tiêu 

Giả 

phương án 

1x  2x  3x  
4x  5x  6x  

1 1 0 0 0 0 

3x  0 -1 -5 -4 1 0 0 0 

4x  0 -1 -4 -3 0 1 0 0 

5x  0 -1 -3 -6 0 0 1 0 

6x  0 -1 -1 -5 0 0 0 1 

Bảng 1 0 -1 -1 0 0 0 0 

1x  1 5
1  1 5

4  
5

1  0 0 0 

4x  0 5
1  0 5

1  
5

4  1 0 0 
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5x  0 5
2  0 5

18  
5

3  0 1 0 

6x  0 5
4  0 5

21  
5

1  0 0 1 

Bảng 2 5
1  0 5

1  0 0 0 0 

1x  1 21
1  1 0 21

5  0 0 21
4  

4x  0 21
5  0 0 21

17  1 0 21
1  

5x  0 21
6  0 0 21

9  0 1 21
18  

2x  1 21
4  0 1 21

1  0 0 21
5  

Bảng 3 21
5  0 0 21

4  0 0 21
1  

1x  1 17
2  1 0 0 17

5  0 17
3  

3x  0 17
5  0 0 1 17

21

 
0 17

1  

5x  0 17
7  0 0 0 17

9  1 17
15  

2x  1 17
3  0 1 0 17

1  0 17
4  

Bảng 4 17
5  0 0 0 17

4  0 17
1  

 

 Từ đó suy ra lời giải của trò chơi đã cho như kết quả trên:  

 + Chiến lược tối ưu của 1P : 
17 2 3 2 3

, ,
5 17 17 5 5

*x v x  

 + Chiến lược tối ưu của 2P : 
17 4 1 4 1

0, ,0, 0, ,0,
5 17 17 5 5

*y v y  

 + Giá của trò chơi: 
17 2

3
5 5

*v v  

   Rõ ràng lời giải được của bài toán tìm theo bảng lặp nón xoay bởi thuật toán LA có 

số bước lặp và số phép tính toán trong mỗi bước lặp là ít hơn phương pháp đơn hình đối 

ngẫu. 
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Chƣơng 2 

THUẬT TOÁN GIẢI BÀI TOÁN TRÒ CHƠI MA TRẬN KHI SỐ CHIẾN 

LƢỢC CỦA MỘT TRONG HAI NGƢỜI CHƠI LÀ HAI 

Trong chương 1, chúng ta đã trình bày thuật toán nón xoay LA giải bài toán quy 

hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm. Từ đó ứng dụng nó để 

tìm chiến lược tối ưu của bài toán trò chơi ma trận trong trường hợp tổng quát với ma 
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trận thu hoạch A = (aij)mxn có m hàng, n cột bất kỳ, tức là số chiến lược của từng người 

chơi P1 và P2 là tùy ý. 

Để khai thác được đặc thù riêng khi bài toán trò chơi ma trận có số chiến lược của 

một trong hai người chơi là hai thì chúng ta có thể cải tiến cụ thể hóa thuật toán LA với sự 

lựa chọn chỉ số đưa vào cơ sở theo quy tắc Max đề nghị trong mục 1.4.4. của chương 1, 

từ đó ta nhận được một phương pháp tìm chiến lược tối ưu trong trường hợp này rất hiệu 

quả so với phương pháp đồ thị và các phương pháp khác. 

Do thời gian có hạn nên dưới đây chúng ta sẽ chỉ xét và giải quyết bài toán trò chơi 

ma trận trong trường hợp người chơi P1 sử dụng 2 chiến lược còn người chơi P2 sử dụng 

n chiến lược, tức ma trận thu hoạch A = (aij)2xn. Và cũng bằng nhưng lý luận dưới đây 

chúng ta cũng sẽ thu được một phương pháp tương tự để giải quyết bài toán trò chơi ma 

trận trong trường hợp người chơi P2 sử dụng 2 chiến lược còn người chơi P1 sử dụng m 

chiến lược, tức ma trận thu hoạch A = (aij)mx2. 

2.1. Bài toán trò chơi ma trận khi người chơi P1 sử dụng hai chiến lược 

Chúng ta đã biết, để tìm chiến lược hỗn hợp tối ưu của bài toán trò chơi ma trận 

(trong phần 1.7. của chương 1), chúng ta có thể đưa về việc giải cặp bài toán đối ngẫu 

tương ứng. Chính vì vậy trong phần này chúng ta chỉ trình bày việc xây dựng phương 

pháp giải bài toán trò chơi ma trận của người chơi P1 (từ đó có thể suy ra lời giải của 

ngươi chơi P2 tương ứng theo định lý yếu độ lệch bù). 

Xét cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu tương ứng khi người chơi P1 sử dụng 

hai chiến lược: 

 

Bài toán của ngƣời chơi 1P :  

1 1 2 minf x x  

11 1 21 2 1a x a x  (cột 1) 

12 1 22 2 1a x a x  (cột 2) 

…………… 
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1 1 2 2 1n na x a x  (cột n) 

0, 1,2.ix i  

Ta ký hiệu x’ =
1 2
,x x ,  A

j
 = (a1j; a2j), và gọi D1 là miền ràng buộc hay là miền chấp 

nhận được của bài toán P1 trên, thì khi đó ta có thể viết gọn: 

2
1 : 0; , 1 0, 1,2,...,j jD x x A x n  

Và với mỗi j= 1, 2, …, n ta gọi Dj là khúc lồi tuyến tính: 

2 : 0; , 1 0, 1,2,...,j
j jD x x A x n  

Có hai điểm cực biên là 1

1

1
;0j

j

x
a

 và 2

2

1
0;j

j

x
a

. 

Định lý 2.1: 1,2,...,j n  và  x
0
  D1, nếu 0x thỏa mãn chặt ràng buộc j:   

a1j. 
0

1
x  + a2j. 

0

2
x -1=0, thì ta có 0 1 2

0 0
. 1 .j jx x x , tức là x

0
 [x

1j
; x

2j
]. 

   Chứng minh: Vì 0x  thỏa mãn chặt ràng buộc j nên ta có  

0 0
1 1 2 2. . 1 0j ja x a x  với 0

1
0x , 0

2
0x                                                         (2.1) 

Vậy ta đặt 0 0
0 1 1 2 2. 1 .j ja x a x , rõ ràng từ (2.1) ta suy ra 

0
0;1 , khi đó dễ dàng 

kiểm tra được 0 1 2

0 0
. 1 .j jx x x . 

Bài toán của ngƣời chơi P2: 

2 1 2 ... maxnf y y y  

11 1 12 2 1... 1nna y a y a y  (hàng 1) 

21 1 22 2 2... 1nna y a y a y  (hàng 2) 

0, 1,2,...,jy j n . 

Ta gọi D2 là miền ràng buộc hay là miền chấp nhận được của bài toán P2. 

Ta đã biết trong chương 1 miền ràng buộc của bài toán quy hoạch tuyến tính (L) là 

: : , 0, 1,2,...,n i
iLP x A x b i m  

Giả sử LP , nếu tồn tại x PL thoả mãn chặt ràng buộc thứ i tức là <A
i
, x>+bi = 0 

thì ta nói ràng buộc i được gọi là ràng buộc biên của PL. Ngược lại nếu Lx P mà 
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, 0i

iA x b  thì ràng buộc i gọi là ràng buộc lỏng của PL. Nhiều lớp bài toán quy hoạch 

tuyến tính mà trong m ràng buộc tham gia xác định PL của bài toán (L) thì có khá nhiều 

ràng buộc là ràng buộc lỏng của PL (những ràng buộc lỏng là những ràng buộc thừa của 

bài toán (L)). 

 2.2. Phƣơng pháp giải trực tiếp bài toán của ngƣời chơi P1  

Bây giờ ta xây dựng phương pháp giải trực tiếp bài toán của người chơi P1 gọi là 

phương pháp TT như sau: 

Ý tưởng của phương pháp TT giải bài toán như sau: 

  Vì hàm mục tiêu của bài toán P1 có các hệ số đều bằng nhau và bằng 1, các ràng 

buộc đều có tất cả các hệ số đều dương nên nón cực tiểu ban đầu chính là nón Ortang 

dương 2  với đỉnh của nón chính là gốc tọa độ O( 0; 0). Từ nón này ta xây dựng nón 

xoay mới theo quy tắc lựa chọn ràng buộc cắt có chỉ số đã đưa ra trong mục 1.4.4 và nếu 

ràng buộc này là một ràng buộc biên thì ta chứng minh được rằng ràng buộc biên này sẽ 

chứa ít nhất một lời giải của bài toán. Do đó bài toán P1 sẽ được đưa về bài toán một biến 

và dễ dàng chỉ ra nghiệm của bài toán. 

Phƣơng pháp TT 

Gọi 1 2 1
: 1,2,..., :

j j
J j n a a  

Nếu 1J , với mỗi j J1 , ta có 
1 2

1 1

j ja a
                                                     (2.1) 

 Xét khúc lồi tuyến tính xác định bởi: 

D1j:= 2

1 2 1 1 2 2
: 0; 0; . . 1 0

j j
x x x a x a x  

Có hai điểm cực biên là 1

1

1
;0j

j

x
a

 và 2

2

1
0;j

j

x
a

. 

Từ (2.1) dễ dàng suy ra 

1 2
1 1

j jf x f x ,  j J1                                                                          (2.2) 
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Vậy nón đơn hình 2

1 1 2 1 1 2 2
: : 0; 0; . . 1 0

j j j
N x x x a x a x  có đỉnh là 

1

1

1
;0j

j

x
a

 chính là một nón cực tiểu của hàm mục tiêu của bài toán người chơi P1 và 

do đó nó chính là lời giải của bài toán:  

1 1 2

2

1 1 2 1 1 2 2

min

: : 0; 0; . . 1 0
j j j

f x x

x D x x x a x a x
                            (2.3) 

Gọi 2 1 2: 1,2,..., : j jJ j n a a  

Với mỗi j J2 , ta có  
2 1

1 1

j ja a
                                                                               (2.4) 

 Xét khúc lồi tuyến tính xác định bởi: 

2

2 1 2 1 1 2 2
: : 0; 0; . . 1 0

j j j
D x x x a x a x  

Có hai điểm cực biên là x
2j

 = (1/a1j , 0) và x
2j

 = ( 0, 1/a2j)  

Từ (2.4) dễ dàng suy ra 

2 1
1 1

j jf x f x ,  j J2                                                                           (2.5) 

Vậy nón đơn hình 2

2 1 2 1 1 2 2
: : 0; 0; . . 1 0

j j j
N x x x a x a x có đỉnh là 

2

2

1
0;j

j

x
a

 chính là một nón cực tiểu của hàm mục tiêu của bài toán người chơi P1 và 

do đó nó chính là lời giải của bài toán:  

1 1 2

2

1 1 2 1 1 2 2

min

: : 0; 0; . . 1 0
j j j

f x x

x D x x x a x a x
                            (2.6) 

Ta có các khả năng sau: 

 

I/  Nếu  2J  tức  J1 = { 1, 2, …, n}, vậy theo (2.1): 

1 2

1 1
, 1,2,...,

j j

j n
a a
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Gọi j0 là chỉ số thỏa mãn 
0

1 1

1, 2, ...,
1 1

max :
j j

j n
a a

 (nếu có nhiều chỉ số thỏa mãn 

thì ta chọn j0 là chỉ số nhỏ nhất trong những chỉ số thỏa mãn) 

do đó 
00

1

1 1 1

1,2,...
1 1

1,j

j j j

j n
a

a a a
. Từ điều này dễ dàng suy ra điểm 

0

0

1

1

1
,0j

j

x
a

 là một phương án của bài toán của người chơi P1 

Mặt khác khúc lồi tuyến tính  

0

1 1 2

2

1 1 2 1 1 2 2

min

: : 0; 0; . . 1 0
j

j j j

f x x
D

x D x x x a x a x
 có 2 điểm cực 

biên là 0

0

1

1

1
,0j

j

x
a

 và 0

0

2

2

1
0,j

j

x
a

   mà  j0 1
J  nên ta có  

0 0

0 0

1 2
1 1

1 2

1 1 j j

j j

f x f x
a a

 

Mà ta đã biết lời giải của bài toán quy hoạch tuyến tính đạt ở ít nhất một điểm cực 

biên cua miền ràng buộc, nên 0

0

1

1

1
,0j

j

x
a

 chính là một lời giải của bài toán 

1 1 2

2

1 1 2 1 1 2 2

min

: : 0; 0; . . 1 0
j j j

f x x

x D x x x a x a x
                 

Rõ ràng miền ràng buộc của bài toán của người chơi P1 nằm trong khúc lồi tuyến 

tính 
0j

D , vậy suy ra 0

0

1

1

1
,0j

j

x
a

 chính là một lời giải của bài toán của người 

chơi P1. 

II/  Nếu  1J  tức  J2 = {1, 2, …, n}, hoàn toàn lý luận tương tự như trên ta suy ra  

0

0

2

2

1
0,j

j

x
a

 chính là một lời giải của bài toán của người chơi P1. 

III/ Nếu 1J  và 2J  : 
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 Gọi 1 1j J   là chỉ số thỏa mãn 

1

1

1 1

1 1
max :

j j

j J
a a

                                                                             (2.7) 

(nếu có nhiều chỉ số thỏa mãn (2.7) thì ta chọn j1 là chỉ số nhỏ nhất trong những chỉ số 

thỏa mãn). 

Gọi 2 2j J  là chỉ số thỏa mãn 

2

2

2 2

1 1
max :

j j

j J
a a

                                                                           (2.8) 

(nếu có nhiều chỉ số thỏa mãn (2.8) thì ta chọn j2 là chỉ số nhỏ nhất trong những chỉ số 

thỏa mãn). 

Gọi 1 11 11,2,...,: : , 1 0j jjj nJ x A x   

Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng nếu ràng buộc 
0 01 1 1 2 2.. 1 0j jj a x a x  là một ràng 

buộc biên của bài toán của người chơi P1 thì bài toán này luôn có lời giải thỏa mãn chặt 

ràng buộc j1. 

Định lý 2.2: Nếu ràng buộc 
0 01 1 1 2 2.. 1 0j jj a x a x  là một ràng buộc biên của bài 

toán của người chơi P1 thì bài toán này luôn có lời giải thỏa mãn chặt ràng buộc j1. 

Chứng minh: 

Vì ràng buộc 
0 01 1 1 2 2.. 1 0j jj a x a x  là một ràng buộc biên nên tồn tại ít nhất một 

điểm chấp nhận  x
0  

của miền ràng buộc bài toán của người chơi P1 thỏa mãn chặt ràng 

buộc j1, vậy theo định lý 2.1 ta có :  x
0

1 2
1 2;j jx x . 

Lại vì 1 1j J  nên theo (2.2) ta dễ dàng suy ra:  

1 2
1 20

1 1 1

j jf x f x f x                                                                         (2.9) 

Ta thấy nếu 11 jJ x   thì 11 jx  chính là lời giải cua bài toán P1. 

Vậy nếu 11 jJ x  thì đoạn thẳng 110; jx x  sẽ giao với biên của miền chấp nhận 

của bài toán P1 tại một điểm. Ta gọi ràng buộc s là ràng buộc biên tương ứng của miền 
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chấp nhận D1 giao với đoạn 110; jx x   mà tại điểm 1
sx D . Do đó 1

10
1 ; jsx D x x , từ 

(2.9) suy ra   

1 2
1 20

1 1 1

j jf x f x f x                                                                       (2.10) 

Lại có , 1 0s s DA x   

 Mà  1
s Dx D  nên theo định lý 2.1 thì  

1 2

1
. 1 .s s s

sx D x xs , 0;1s
                                                  (2.11) 

Trong đó x
1s

 = (1/a1s , 0) và x
2s

 = ( 0, 1/a2s ) là hai điểm cực biên của khúc lồi tuyến 

tính:            Ds := 2 : 0; , 1 0sx x A x  

Vì 11 js J x  nên ta có  

1

1 1

1
1 2

1 1 1

1 1 1
, 1 0 . .0 1 0js

s s

j j s

A x a a
a a a

                              (2.12) 

điều này suy ra 2s J  vì nếu 1s J  thì theo (2.1) ta có  

1 2

1 1

s sa a
                                                                                                      (2.13)  

Từ (2.12) và (2.13) ta thấy mâu thuẫn với (2.7). Do đó phải có 
2

s J   

Vậy: 2 1
1 1

2 1

1 1 s s

s s

f x f x
a a

                                                                        (2.14) 

Từ (2.11) và (2.14) suy ra 

2 1

1 1 1 1

s s sf x f x D f x                                                                 (2.15) 

Mà 1
sx D  thỏa mãn chặt hai ràng buộc s và j1 nên nó chính là đỉnh của nón đơn 

hình 1

1

2: : , 1; , 1 0j s
sjN x A x A x  với hai véc tơ chỉ phương là 

1 1 12 1j j jz x x  và 1 2s s sz x x , từ (2.9) và (2.15) chứng tỏ 1jz  và sz  là hai hướng không 

giảm của hàm mục tiêu bài toán P1, vậy nón 
1sjN  là nón cực tiểu của bài toán P1. Suy ra 

1
sx D  chính là một lời giải của bài toán P1 thỏa mãn chặt ràng buộc j1. 
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Lý luận tương tự như trên nếu ràng buộc j2: 
1 21 1 2. 1 0j ja x a  là một ràng buộc biên 

của bài toán của người chơi P1 thì bài toán này luôn có lời giải thỏa mãn chặt ràng buộc 

j2. 

Từ định lý 2.2 ta thấy có hai khả năng sau:  

III.1/ Nếu  
2 12 1

1 1

j ja a
 thì ta chọn ràng buộc ứng với chỉ số j1 thoả mãn (2.7) và thấy 

có hai khả năng: hoặc ràng buộc j1 là ràng buộc biên chứa lời giải của bài toán P1 hoặc nó 

là ràng buộc lỏng của miền chấp nhận D1. Vậy ta tiến hành tính toán như sau để tìm được 

* * *
1 2;x x x  là lời giải của bài toán P1 thỏa mãn chặt ràng buộc j1 hoặc biết nó là ràng 

buộc lỏng của miền chấp nhận D1 của bài toán P1 và loại nó ra khỏi miền ràng buộc D1. 

    Từ 
1 1

* *
1 1 2 2. 1 0j ja x a x  ta thay 

1

1

* *
1 2 2

1

1
1 .j

j

x a x
a

 vào hàm mục tiêu và các ràng 

buộc của bài toán P1 và đưa việc giải bài toán P1 về việc giải bài toán một biến tương 

đương sau: 

1 1

1 1

1 2* * *
1 1 1 2

1 1

1
. minj j

j j

a a
f x f x x

a a
  

Với các ràng buộc: 
1

*
2

2

1
0

j

x
a

                                                                           (2.16) 

và 1

1 1

2 2 *
2

1 1 1 1

1 1
.j j

j j j j

a a
x

a a a a
   với j = 1, 2, …, n; 

1
j J                                            (2.17) 

Đặt  1

1
1 1

1 1j
j

j j

d
a a

  ,  11

1

2 2

1 1

j jj
j

j j

a a
c

a a
  

Gọi 1

1

0
1: 1,2,... \ : 0j

j jJ j n j c     

1

1 1: 1,2,... \ : 0j
j jJ j n j c  

1

1 1: 1,2,... \ : 0j
j jJ j n j c  

Có các khả năng sau xảy ra: 

III.1.1/  Nếu  
1

0
jJ    thì chuyển xuống III.1.1.2/. 
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III.1.2/  Nếu 
1

0
jJ  :  

+ Tồn tại 
1

0
jj J   mà 1 0j

jd  thì suy ra ràng buộc j1 là ràng buộc lỏng của miền chấp 

nhận D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số 

ràng buộc chỉ còn là n-1. 

+ Nếu 
1

0
jj J   mà 1 0j

jd  thì chuyển xuống III.1.2.1./ 

III.1.2.1./ 
1
jj J  thì từ  (2.17) ta có 

1

1

*
2

j
j

j
j

d
x

c
  

III.1.2.2/ Nếu tồn tại 
1
jj J mà 1 0j

jd  thì suy ra ràng buộc j1 là ràng buộc lỏng của 

miền chấp nhận D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán 

P1 với số ràng buộc chỉ còn là n-1. 

III.1.2.3/ Nếu 
1
jj J  mà 1 0j

jd  thì ta chuyển xuống III.1.3/ 

III.1.3/ 
1
jj J  thì từ  (2.17) ta có 

1

1

*
2

j
j

j
j

d
x

c
  

Gọi 
1

1 11

max :
j
j

j jj
j

d
M j J

c
  

+ Nếu 
1

12

1
j

j

M
a

 thì suy ra ràng buộc j1 là ràng buộc lỏng của miền chấp nhận D1, ta 

loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số ràng buộc 

chỉ còn là n-1. 

+ Nếu 
1

12

1
j

j

M
a

 thì ta dễ dàng suy ra lời giải của bài toán P1 sẽ là  

1 11

1

*
2 .

1

1
1 ;j jj

j

x a M M
a

                                                                      (2.18) 

III.2/ Nếu  
2 12 1

1 1

j ja a
 thì ta chọn ràng buộc ứng với chỉ số j2 thoả mãn (2.8) và thấy 

có hai khả năng: hoặc ràng buộc j2 là ràng buộc biên chứa lời giải của bài toán P1 hoặc nó 

là ràng buộc lỏng của miền chấp nhận D1. Vậy ta tiến hành tính toán như sau để tìm được 



41 

 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

 

* * *
1 2;x x x  là lời giải của bài toán P1 thỏa mãn chặt ràng buộc j2 hoặc biết nó là ràng 

buộc lỏng của miền chấp nhận D1  của bài toán P1 và loại nó ra khỏi miền ràng buộc D1. 

    Từ 
1 2

* *
1 1 2 2. . 1 0j ja x a x  ta thay 

2

1

* *
1 2 2

1

1
1 .j

j

x a x
a

 vào hàm mục tiêu và các 

ràng buộc của bài toán P1 và đưa việc giải bài toán P1 về việc giải bài toán một biến 

tương đương sau: 

1 2

1 1

1 2* * *
1 1 1 2

1 1

1
. min

j j

j j

a a
f x f x x

a a
  

Với các ràng buộc: 
2

*
2

2

1
0

j

x
a

                                                                           (2.19) 

và 2

1 1

2 2 *
2

1 1 1 1

1 1
.j j

j j j j

a a
x

a a a a
   với 21,2,... ;j n j j                                                  (2.20) 

Chú ý vì 2 2j J  nên hệ số của hàm mục tiêu một biến trên là âm. 

Đặt 22 2

1 1

2 2

1 1 1 1

1 1
, j jj j

j j

j j j j

a a
d c

a a a a
  

Gọi 2

2

0
2: 1,2,..., \ : 0j

j jJ j n j c  

2

2 2: 1,2,..., \ : 0j
j jJ j n j c  

2

2 2: 1,2,..., \ : 0j
j jJ j n j c  

Có các khả năng sau xảy ra: 

III.2.1/  Nếu  
2

0
jJ  thì chuyển xuống III.2.1.1/   

III.2.2/  Nếu  
2

0
jJ  :  

+ Tồn tại 
2

0
jj J  mà 2 0j

jd  thì suy ra ràng buộc j2 là ràng buộc lỏng của miền chấp 

nhận D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số 

ràng buộc chỉ còn là n-1. 

+ Nếu 
2

0
jj J mà 2 0j

jd  thì chuyển xuống III.2.3.1/   
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III.2.1.2/  
2

jj J thì từ (2.20) ta có 
2

2

*
2

j
j

j
j

d
x

c
 

Gọi 
2

2 22

Max max :
j
j

j jj
j

d
j J

c
  

+ Nếu 
2

22

1
Max j

ja
 thì suy ra ràng buộc j2 là ràng buộc lỏng của miền chấp nhận D1, 

ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số ràng buộc 

chỉ còn là 1n . 

+ Nếu 
2

22

1
Max j

ja
  thì ta chuyển đến III.2.3./    

III.2.3./ 
2

jj J thì từ  (2.20) ta có 
2

2
2
*

j
j

j
j

d
x

c
 

III.2.3.1./ Nếu tồn tại 
2

jj J  mà 2 0j
jd  thì suy ra ràng buộc j2 là ràng buộc lỏng 

của miền chấp nhận D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài 

toán P1 với số ràng buộc chỉ còn là n-1. 

III.2.3.2./ Nếu 
2

jj J mà 2 0j
jd  thì ta gọi 

2

2 22

min :
j
j

j jj
j

m
d

j J
c

 và  
2 2

2
2

1
min ;j j

j

mM
a

  

và lời giải của bài toán P1 là                                       

2 22

1

*
2

1

1
1 . ;j jj

j

x a M M
a

                                                                     (2.21)  

Rõ ràng theo định lý 2.2 nếu miền ràng buộc của bài toán của người chơi P1 không 

có ràng buộc lỏng thì phương pháp TT cho lời giải sau một bước và khả năng xấu nhất thì 

số bước giải không quá số chiến lược n của người chơi P2. 

2.3. Bảng giải bài toán của ngƣời chơi P1 theo phƣơng pháp TT 

Để thuận tiện cho việc giải bài toán của người của P1 ta xây dựng bảng tính toán các 

số liệu cần thiết từ đó thay vào công thức nghiệm đã đươc xây dựng trong phương pháp 

TT ở mục trên. 
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Bài toán của người chơi P1 khi giải bằng phương pháp TT trong các trương hợp đơn 

giản như các trường hợp I và II thì ta có thể nhận ngay được lời giải của bài toán, vậy ta 

chỉ lập bảng trong trường hợp III như sau: 

Bảng tính toán trong trường hợp III.1: khi  
2 12 1

1 1

j ja a
: 

Bảng 1 

Chỉ số 

Cơ sở 
a1j        a2j      

 

1 

 

2 

 

…. 

 

j1 

…. 

 

n 

a11        a21 

 

a12        a22 

 

… 

   

       

… 

 

a1n        a2n 

1/a11 

 

1/a12 

 

… 

 

1/  

… 

 

1/a1n 

1/a21 

 

1/a22 

 

… 

 

1/  

… 

 

1/a2n 

a21/a11 

 

a22/a12 

 

… 

 

/  

… 

 

a2n/a1n 

 

 

 

 

 

… 

 

  … 

  

… 

 

 

 

 

 

 

 

… 

 

… 

 

… 

 

 

 

 

… 

 

 

… 

 

… 

 

 

Trong đó  
1

11 1

111

1 1

2 2

1 1 1 1

1 1
; ;M max :

j
j j jj j

j j j jj
jj j j j

a a d
d c j J

a a a a c
 

+ Nếu thấy 
1

12

1
j

j

M
a

 thì suy ra ràng buộc j1 là ràng buộc lỏng của miền chấp nhận 

D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số ràng 

buộc chỉ còn là n-1. 

+ Nếu 
1

12

1
j

j

M
a

  thì ta dễ dàng nhận được lời giải của bài toán P1 theo (2.18) sẽ là  
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11 1

1

2

1

1* 1 . ;j jj

j

x a M M
a

  

Bảng tính toán trong trường hợp III.2: khi  
2 12 1

1 1

j ja a
: 

Bảng 2 

Chỉ số 

Cơ sở 
a1j        a2j      

 

 

1 

 

2 

 

…. 

 

j2 

…. 

 

n 

 

a11        a21 

 

a12        a22 

 

… 

  

        

… 

 

a1n        a2n 

 

1/a11 

 

1/a12 

 

… 

 

1/  

… 

 

1/a1n 

 

1/a21 

 

1/a22 

 

… 

 

1/  

… 

 

1/a2n 

 

a21/a11 

 

a22/a12 

 

… 

 

/  

… 

 

a2n/a1n 

 

 

 

 

 

   … 

 

… 

… 
 

 

 

 

 

 

 

 

… 

 

… 

 

… 
 

 

 

 

 

 

 

… 

 

… 

… 

 

 

Trong đó 
2

22 2

122

2 2

2 2

1 1 1 1

1 1
; ;M max :

j

j j jj j
j j j jj

jj j j j

a a d
d c j J

a a a a c
 

+ Nếu thấy 
2

22

1
Max j

ja
 thì suy ra ràng buộc j2 là ràng buộc lỏng của miền chấp 

nhận D1, ta loại ràng buộc này ra khỏi miền ràng buộc và quay về giải bài toán P1 với số 

ràng buộc chỉ còn là n-1. 

+ Nếu 
2

22

1
Max j

ja
:  

2

2 22

min :
j
j

j jj
j

m
d

j J
c

   và 
2 2

2
2

1
min ;j j

j

mM
a
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thì ta dễ dàng nhận được lời giải của bài toán P1 theo (2.21) sẽ là 

2 22

2

2

1

1* 1 . ;j jj

j

x a M M
a

 

2.4. Ví dụ minh họa giải bài toán P1 theo phƣơng pháp TT 

 Ví dụ 1: 

Tìm chiến lược tối ưu của P1 và  P2 với ma trận trò chơi là 

2 1 0 2

1 0 3 2
A  

Ta thấy min : 0 2ij ija a , vì thế ta chọn 3  và thay A bởi ma trận 

  
5 4 3 1

0
4 3 6 5

ijA a  

Mọi phần tử của A  đều dương nên 0v .  

Ta có cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu tương ứng cần giải như sau: 

Cặp bài toán đối ngẫu của 1P  và 2P : 

1 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min

5 4 1

4 3 1

3 6 1

5 1

0, 0

f x x

x x

x x

x x

x x

x x

   

2 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max

5 4 3 1

4 3 6 5 1

0, 0, 0, 0

f y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

 

Ta có bảng sau: 

Chỉ số 

Cơ sở 
a1j        a2j      

 

1 

2 

3 

4 

   5         4 

   4         3 

   3         6 

   1         5 

1/5 

1/4 

1/3 

1 

1/4 

1/3 

1/6 

1/5 

4/5 

    3/4 

    6/3 

5/1 

1/20 

 

-1/12 

-3/4 

-1/20 

 

-5/4 

-17/4 

-1 

 

1/15 

3/17 
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Từ số liệu ở cột 2 ta xác định được J1 = { 1, 2} và J2 = { 3, 4}, từ số liệu của cột 3, 

cột 4 cho ta xác định được j1 = 2 và j2 = 4 và 
12 24

1 1 1 1

4 5a a
. 

Vậy ràng buộc ứng với chỉ số j1 = 2 được chọn là ràng buộc biên chứa lời giải nếu có 

của bài toán. Từ bảng ta có  

M2 = max{ -1, 1/15, 3/7}= 3/17 < 
22

1 1

3a
. Vậy theo (2.18) ta có lời giải của bài toán 

P1 là  

22 2 2

12

1 1 3.3 3 2 3* 1 . ; 1 ; ;
4 17 17 17 17

x a M M
a

  

Từ định lý về độ lệch bù ta có hệ phương trình xác định lời giải của người chơi P2 

1 2 3 4

1 2 3 4

1

3

5 4 3 1

4 3 6 5 1

0

0

y y y y

y y y y

y

y

 

Giải hệ ta được y’ (0. 4/17, 0, 1/17) 

Từ đó suy ra lời giải của trò chơi đã cho:  

 + Chiến lược tối ưu của 1P : 
17 2 3 2 3

, ,
5 17 17 5 5

*x v x  

 + Chiến lược tối ưu của 2P : 
17 4 1 4 1

0, ,0, 0, ,0,
5 17 17 5 5

*y v y  

 + Giá của trò chơi: 
17 2

* 3
5 5

v v  

Ví dụ 2: 

Tìm chiến lược tối ưu của P1 và  P2 với ma trận trò chơi là 

3 6 2 1

1 4 9 10
A  

Ta thấy min : 0 1ij ija a , vì thế ta chọn 2  và thay A bởi ma trận 
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5 8 4 1
0

3 6 11 12
ijA a  

Mọi phần tử của A  đều dương nên 0v .  

Ta có cặp bài toán quy hoạch tuyến tính đối ngẫu tương ứng cần giải như sau: 

Cặp bài toán đối ngẫu của 1P  và 2P : 

1 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min

5 3 1

8 6 1

4 11. 1

12. 1

0, 0

f x x

x x

x x

x x

x x

x x

   

2 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max

5 8 4 1

3 6 11 12 1

0, 0, 0, 0

f y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

 

Ta có bảng sau: 

Chỉ số 

Cơ sở 
a1j        a2j      

 

1 

2 

3 

4 

   5         3 

   8         6 

   4        11 

   1        12 

1/5 

1/8 

1/4 

1 

1/3 

1/6 

1/11 

1/12 

3/5 

    3/4 

   11/4 

12 

 

3/40 

-1/20 

-4/5 

 

-3/20 

-43/20 

-57/5 

 

-1/2 

1/43 

4/57 

 

Từ số liệu ở cột 2 ta xác định được J1 = { 1, 2} và J2 = { 3, 4}, từ số liệu của cột 3, 

cột 4 cho ta xác định được j1 = 1 và j2 = 3 và 
11 23

1 1 1 1

5 11a a
. 

Vậy ràng buộc ứng với chỉ số j1 = 1 được chọn là ràng buộc biên chứa lời giải nếu có 

của bài toán. Từ bảng ta có  

1

21

1 1 4 4 1 1
max , ,

2 43 57 57 3
M

a
. 

 Vậy theo (2.18) ta có lời giải của bài toán P1 là  
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*

21 1 1

11

1
1 . ;x a M M

a
 

1 3.4 4
1 ;

5 57 57
 = (9/57; 4/57) 

Vậy v = 
57

13
 

Từ định lý về độ lệch bù ta có hệ phương trình xác định lời giải của người chơi P2 

1 2 3 4

1 2 3 4

2

3

5 8 4 1

3 6 11 12 1

' 0

0

y y y y

y y y y

y

y

 

Giải hệ ta được 
11 2

;0;0;
57 57

y . 

Từ đó suy ra lời giải của trò chơi đã cho:  

+ Chiến lược tối ưu của 1P : 
* 57 9 4 9 4

, ,
13 57 57 13 13

x v x  

+ Chiến lược tối ưu của 2P : 
* 57 11 2 11 2

,0,0, ,0,0,
13 57 57 13 13

y v y  

+ Giá của trò chơi: 
* 57 31

2
13 13

v v  
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Chƣơng 3 

NHẬN XÉT VÀ K ẾT LUẬN 

 

Luận văn đã trình bày việc ứng dụng phương pháp nón xoay để tìm chiến lược hỗn 

hợp tối ưu trong trò chơi ma trận được đưa về giải cặp bài toán đối ngẫu. Vì vậy chương 

1 của luận văn đã trình bày những kiến thức liên quan đến bài toán quy hoạch tuyến tính 

dạng chuẩn, bài toán đối ngẫu và bài toán trò chơi ma trận. 

Trong chương 2, luận văn đã ứng dụng thuật toán giải bài toán quy hoạch tuyến tính 

dạng chuẩn với hàm mục tiêu có hệ số không âm trình bày trong chương 1, xây dựng một 

phương pháp cụ thể giải trực tiếp bài toán tìm chiến lược tối ưu trong trường hợp đặc biệt 

với số chiến lược của người chơi thứ nhất là 2 (còn người chới thứ hai có số chiến lược 

chơi là n bất kỳ) mà chúng ta vẫn thường giải nó bằng phương pháp đồ thị.  

Chúng ta đã biết, nhiều sách và tài liệu đã đưa ra các khái niệm về chiến lược thừa 

và những phương pháp loại bớt các chiến lược thừa này của bài toán trò chơi ma trận 

trước khi đưa nó về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tương ứng để tìm chiến 

lược hỗn hợp tối ưu. Và khi bài toán trò chơi ma trận không có chiến lược thừa thì 

phương pháp TT trình bày trong chương 2 sẽ cho ta lời giải bài toán trò chơi ma trận sau 

một bước khi người chơi thứ nhất có số chiến lược chơi là 2 và người chơi thứ hai có số 

chiến lược chơi n tùy ý. Còn nếu chúng ta sử dụng phương pháp đơn hình để giải thì chắc 

chắn số bước lặp sẽ nhiều hơn. 



50 

 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - ĐHTN                                http://www.lrc-tnu.edu.vn/ 

 

 

Hoàn toàn với những lý luận tương tự như đã trình bày trong phương pháp TT, 

chúng ta cũng có thể xây dựng được một phương pháp tương tự như phương pháp TT để 

giải trực tiếp bài toán tìm chiến lược tối ưu trong trường hợp đặc biệt với số chiến lược 

của người chơi thứ hai là 2 (còn người chới thứ nhất có số chiến lược chơi là m bất kỳ) 

mà chúng ta vẫn thường giải nó bằng phương pháp đồ thị. Tác giả của luận văn hy vọng 

sẽ có dịp được trình bày nó. 
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